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ÏÎ ÏÎÄÃÐÓÏÏÀÌ
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü   
ïîäãðóïïà Zp; a 2 Zp; ep(x) := e2ix=p; p  äîñòàòî÷íî áîëü-
øîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òðåáóåòñÿ íåòðèâèàëüíî îöåíèòü ìîäóëü
ñóììû: S(a; ) =
P
x2  ep(ax); ãäå S( ) := maxa2Zp jS(a; )j:
Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå íåòðèâèàëüíûõ ïî
ïîðÿäêó âåðõíèõ îöåíîê äëÿ S( ) : S( ) = o(j j); p!1:
Â ìîíîãðàôèè Ñ.Â.Êîíÿãèíà è È.Å.Øïàðëèíñêîãî [2] ïðè-
âåäåíû çàäà÷è, ãäå ïðèìåíÿþòñÿ òàêèå ñóììû. Èíòåðåñ ê íèì
áûë âûçâàí èõ ïðèëîæåíèåì ê ïðîáëåìå Âàðèíãà [6]. Îöåí-
êè òàêèõ ñóìì ïîëåçíû è äëÿ àääèòèâíûõ çàäà÷ ïî ïðîñòîìó
ìîäóëþ.
Îöåíêàìè S(a; ) çàíèìàëèñü Ñ.Â.Êîíÿãèí, Ä.Ð.Õèô-
Áðàóí [1], È.Ä. Øêðåäîâ [4]. Â ÷àñòíîñòè áûëè äîêàçàíû
íåòðèâèàëüíûå ïî ïîðÿäêó âåðõíèå îöåíêè äëÿ S( ) äëÿ ïîä-
ãðóïï j j > p1=4+"; " > 0  ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ÷èñëî. Ñëó÷àé
ìàëûõ ïîäãðóïï j j > p" áûë èññëåäîâàí â [3].
Â ýòîé ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå âåðõíèå îöåíêè òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ñóìì ïî ïîäãðóïïàì    Zp; ðàçìåð êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæèò [p
28
95 ; p
182
487 ]: Äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû    Zp
ââåäåì ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíó
Tk( ) := fx1; . . . ; x2k 2   : x1 + . . .+ xk = xk+1 + . . .+ x2kg:
Òàêèå îöåíêè äëÿ S( ) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ îöå-
íîê äëÿ âåëè÷èí Tk( ):
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Ìû áóäåì ðàçâèâàòü èäåè óêàçàííûõ ðàáîò è óñèëèì îöåíêó
äëÿ âåëè÷èíû T3( ) è äëÿ S( ): Òàêæå óïîìÿíåì íåêîòîðûå
èõ ñëåäñòâèÿ.
Òåîðåìà 1. Ïðè t < p1=2 cïðàâåäëèâà ñëóäóþùàÿ îöåíêà:
T3(G) t4 314 (log t)12=7:
Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:8><>:
p
182
515 < t < p
182
487 ) S( ) p 112 t 15792184 (log t) 10675460 ;
p
56
185 < t < p
182
515 ) S( ) p 118 t 101126 (log t) 421 ;
p
28
95 < t < p
56
185 ) S( ) p 124 t 11391344 (log t) 114 :
Ñóììû S(a; ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïî ñòåïåíè ïðîñòîãî
÷èñëà. Ìåòîä èç ðàáîòû [5] ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îöåíêè äëÿ òà-
êèõ ñóìì. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìû ïîëó÷èì íåòðèâèàëüíûé
ðåçóëüòàò î ïåðâîì íàòóðàëüíîì ÷èñëå, ÷àñòíîå Ôåðìà êîòîðî-
ãî íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì äåëèìîñòè íà êâàäðàò ïðîñòîãî.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-
åêò  14-01-00332), Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò  8215).
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